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Получены оценки логарифмических коэффициентов и производнойШварца в линейно- и
аффинно-инвариантных семействах сохраняющих ориентацию гармонических отоб-
ражений единичного круга. Доказываются оценки порядка семейства в терминах су-
премума норм производных Шварца в рассматриваемых семействах. Обсуждается
связь данных результатов с достаточными условиями однолистности гармонических
функций.
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Всякая локально однолистная сохраняющая ориентацию гармоническая в круге
D= {z ∈C : |z| < 1} функция f (z) имеет вид
f (z)= h(z)+ g (z), где h(z)=
∞∑
k=0
ak z
k , g (z)=
∞∑
k=1
bk z
k , (1)
дилатация ω(z)= g ′(z)/h′(z) аналитична и |ω(z)| < 1 в D.
Классическая производная Шварца (шварциан) локально однолистной аналити-
ческой функции h (см., например, [1]) определяется как
Sh(z)=
(
h′′(z)
h′(z)
)′
− 1
2
(
h′′(z)
h′(z)
)2
.
Попытки обобщить понятие производной Шварца на случай гармонических
функций предпринимались неоднократно (см., например, [2, 3]). В частности в [3]
Р. Эрнандез и М. Мартин предложили достаточно удачное определение производ-
нойШварца для произвольных локально однолистных гармонических функций ви-
да (1):
S f (z)=
(
P f (z)
)
z −
1
2
(
P f (z)
)2 ,
где
P f (z)=
∂
∂z
ln(|h′(z)|2−|g ′(z)|2).
Данное определение сохраняет в силе основные свойства классической произ-
водной Шварца. Норма шварциана гармонической функции f определяется равен-
ством
||S f || = sup
z∈D
|S f (z)|(1−|z|2)2.
Семейство L локально однолистных сохраняющих ориентацию гармонических
вDфункций вида (1), т. ч. a0 = a1−1= 0, называется линейно-инвариантным (л.и.с.),
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если для всякой функции f ∈L
f (φ(z))− f (φ(0))
fz(φ(0))φ′(0)
∈L ∀φ(z)= eiθ z+a
1+az , a ∈D, θ ∈R.
СемействоL называется аффинно-инвариантным (а.и.с.), если
f (z)+ε f (z)
1+εb1
∈L ∀ ε ∈D.
Существенную роль в теории аффинно- и линейно-инвариантных семейств иг-
рает понятие порядка семейства, определенное Т. Шейл-Смоллом [4] как α =
sup f ∈L |a2|. В [5] предложено понятие уточненного порядка а.л.и.с.L :
α0 = sup
f ∈L 0
|a2|,
где L 0 = { f ∈ L : b1 = 0}. Уточненный порядок в некоторых случаях оказывается
удобнее порядка α. Определим также β0 = sup f ∈L 0 |b2|. Заметим, что α0 ≤ α и β0 ≤
1/2 для всякого а.л.и.с.L .
Теорема 1 [6]. Для любой функции f ∈L и z ∈D
|P f (z)| ≤ 2
α0+|z|
1−|z|2 .
Оценка точна, например, в а.л.и.с. выпуклых или близких к выпуклым гармонических
отображений.
Рассмотрим произвольное а.л.и.с. L и f = h+ g ∈L 0. Определим локально од-
нолитсную аналитическую функцию Fε(z)= h(z)+εg (z) в D с произвольным значе-
нием ε, |ε| ≤ 1. Пусть
Φε(z)= lnF ′ε(z)=
∞∑
k=1
ck (ε)z
k .
Назовем ck (ε) логарифмическими коэффициентами f .
Теорема 2 [6]. Пусть локально-однолистная гармоническая функция f ∈L 0 и |ε| ≤
1. Тогда
|ck (ε)| ≤ min
r∈(0,1)
Ck (ε,r )<Ck
ε,
√
k−1
k+1
 ,
где
Ck (ε,r )=
2
kr k−2(1− r 2)
α0+β0
r+|ε|
1+r |ε|
r
− r
α0+β0 r+|ε|1+r |ε|
 .
Теорема 2 позволяет оценить в L 0 функционал Фекете-Сегё, который играет
ключевую роль в оценке нормы шварциана гармонической функции f : для любой
функции f ∈L 0 справедливо неравенство∣∣a3−a22∣∣≤ 13
(
α20+ minr∈(0,1)C2(0,r )
)
.
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Следствием этой оценки является
Теорема 3 [6]. Для любой функции f ∈L
||S f || ≤ 2
(
α20+ minr∈(0,1)C2(0,r )
)
< 2α20+3
(p
3α0+β0− 1p
3α0+β0
)
.
Обратная задача заключается в оценке порядка а.л.и.с.L , если известна оценка
нормыпроизводнойШварца в этомсемействе. Данная задача важнадляпостроения
достаточных условий однолистности гармонических функций.
Теорема 4 [6].ПустьL – а.л.и.с. гармонических функций, причем существует кон-
станта C такая, что
sup
f ∈L
|P f (z)(1−|z|2)| ≤C +2|z|.
Тогда α0 ≤ C2 , α≤ C+12 .
Оценка точна, например, в семействе выпуклых гармонических отображений.
Аналогичныйрезультат справедлив в терминах супремуманормшварциана в се-
мействеL .
Теорема 5 [6].ПустьL – а.л.и.с. гармонических функций, причем существует кон-
станта C такая, что
sup
f ∈L
||S f || ≤C .
Тогда:
(i) для любой функции f ∈L 0
|a3−a22| ≤C /6
и для f ∈L
|a3−a22| ≤ (C +2α0+3/2)/6;
(ii) порядок семействаL удовлетворяет неравенству
α≤ (1+
p
8+2C )/2.
В сообщении предполагается обсудить приведенные выше результаты, а так-
же некоторые связанные с ними, включая условия однолистности гармонической
функции в терминах её производной Шварца.
Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 17-11-01229).
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LOGARITHMIC COEFFICIENTS AND NORM
FOR SCHWARZIAN DERIVATIVE OF HARMONIC FUNCTIONS
S.Yu. Graf
Estimations of logarithmic coefficients and Schwarzian derivative in linear- and affine-invariant fam-
ilies of sense preserving harmonic mappings of the unit disk are obtained. As a converse, estimations
of the order of family are proved in terms of supremum of Schwarzian norm over the family. Relations
of this results with univalence of harmonic functions will be discussed.
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Определяется гиперболический порядок выпуклости локально-однолистных функций.
Доказываютсятеоремырегулярности убывания и роста гиперболического порядка вы-
пуклости в классах однолистных конформных отображений единичного круга.
Ключевые слова: конформные отображения, порядок выпуклости, теоремы регу-
лярности.
В геометрической теории функций комплексного переменного традиционно
большое внимание уделяется выпуклым однолистным аналитическим функциям и
многочисленным обобщениям понятия выпуклости (см., напр., [1, 2]).
Пусть f – локально однолистная аналитическая функция в единичном круге
D⊂ C .
Порядком выпуклости функции f в круге D(0,r )= {z ∈ C : |z| ≤ r }, 0< r < 1, назы-
вается число [1]
β( f ,r )= min
θ∈[0,2π)
d
dθ
arg
d f (r eiθ)
dθ
=min
|z|=r
Re
{
z
f ′′(z)
f ′(z)
+1
}
.
Пусть dh(z0, z) – гиперболическое расстояние между точками z0, z ∈ D в круге D,
γh(z0,ρ) = {z ∈ D : dh(z, z0) = ρ} – окружность в D с гиперболическим центром z0 и
гиперболическим радиусом ρ > 0.
